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Thomas Schramm

Uber das Unendliche

Abstract. Betrachtungen iiber das unendlich Kleine und GroBle in Mathematik,
Naturwissenschaft und Philosophie. Sind unendlich groe Mengen als Begriindung fiir das
unendlich Kleine in der Infinitesimalrechnung sinnvoll? Kann man verniinftig iiber die Frage
diskutieren, ob das Universum endlich oder unendlich grof} ist? Sind der Raum und die Zeit
kontinuierlich? Und: ist das alles praktisch iiberhaupt relevant? Fern von finalen Antworten
wollen wir zumindest den Fragen ein wenig ndherkommen.

1. Einfiihrung

., Der Weltraum, unendliche Weiten. Wir schreiben das Jahr 2200. ... "
Raumschiff Enterprise, Deutscher Vorspann

Allein der Begriff des Unendlichen sprengt unsere Vorstellungen, obwohl er im
gewoOhnlichen Sprachgebrauch héufig als Synonym fiir ziemlich GroBes oder
Kleines genutzt wird. Die Evolution hat uns mit einer Wahrnehmung ausgestattet,
die vielleicht von einem Zehntel Millimeter bis hin zu einigen Kilometern reicht.
Schon die Vorstellung der Gro3enordnung von Mikroben, Viren oder gar Atomen,
die uns heute mit Apparaten zugidnglich sind, oder des Planetensystems, der
MilchstraBe bis zum beobachtbaren Universum, iibersteigen unser
Vorstellungsvermogen. Allein in den letzten Einhundert Jahren sind die
zugénglichen Skalen in Raum und Zeit geradezu ex- bzw. implodiert. Im Kleinen
durch immer bessere Uhren und Mikroskope bis hin zu Teilchenbeschleunigern
und Interferometern, die Lingen von 107'® m tatsdchlich messen koénnen. Im
GrofBlen durch immer bessere Teleskope. ,,Bestand das beobachtete Universum
noch vor Einhundert Jahren ,,nur* aus der Milchstra3e und einigen ,,Nebeln* mit
einem Durchmesser von ca. 200.000 Lichtjahren (immerhin ca. 1,9 10?! m), so
geht man heute von der Existenz von etwa 200 Milliarden Galaxien in einer
Entfernung von bis zu 46 Milliarden Lichtjahren aus, denn weiter konnen wir auch
mit den besten Teleskopen prinzipiell nicht schauen. Fiir wahrnehmbare und
messbare Zeiten kann man dhnliche Betrachtungen anstellen. Unendlich grof3
bzw. klein ist das alles keineswegs, denn es handelt sich um endliche Grofen.

2. Die Philosophie der Unendlichkeit

,, Unendlichkeit ist der Mangel an Grenzen. “
(Aristoteles)

Vorerst fern von praktischer Relevanz haben sich Denkerinnen und Denker
spatestens seit der Antike mit dem Begriff des Unendlichen befasst. Aus der Zeit
vorher, etwa aus den Hochkulturen Mesopotamiens, die mehr an praktischen
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Berechnungen interessiert waren, ist das nicht bekannt. Aus der griechischen
Antike sind jedoch viele Uberlegungen iiberliefert, die bis heute Relevanz haben.
Hier greifen wir nur einige Aspekte heraus. Dazu ist zu bemerken, dass es noch
keine Aufteilung zwischen Philosophie, Mathematik und Naturwissenschaften
gab, die eine Erfindung der Neuzeit ist.

Dem Vorsokratiker Zenon von Elea (ca. 490-430 v. Chr.) werden bis zu 40
Paradoxien zugerechnet, die die Lehren von Parmenides von Elea (ca. 520-460
v.Chr.) verteidigen sollten. Zenon beschiftigte sich vor Allem mit dem Problem
des Kontinuums und dem Verhédltnis von Raum, Zeit und Bewegung. Die
bekanntesten Paradoxien sind sicher das von Achilles und der Schildkéte [1] und
das Pfeilparadoxon [2]. Beide fiihren auf das Problem der Teilbarkeit von Raum
und Zeit und damit entweder auf ein kleinstes Diskretes oder die unendliche
Teilbarkeit. Da die antike Mathematik noch kein konsistentes Konzept zur
Berechnung unendlicher Summen bzw. eines lokalen Grenzwertes hatte, blieb die
Situation bis zur Erfindung der Integral- und Differenzialrechnung durch Leibniz
und Newton teilweise paradox. Allerdings kam Aristoteles (384-322 v. Chr.) der
Losung [1] begrifflich schon nahe, indem er argumentierte, dass eine unendliche
Unterteilung einer Strecke nur potenziell und nicht wirklich durch Anhalten
realisiert sei. Daher kann eine potenziell unendlich teilbare Strecke real ein
Ganzes sein. Man denke auch an eine ganze Torte, die potenziell ad infinitum
immer wieder halbierbar ist und trotzdem eine ganze Torte bleibt. Aristoteles
filhrte damit fiir das unendlich GroB3e und Kleine die Unterscheidung zwischen
potenziell und aktual der Addition und der Teilung nach ein [3]. Er verstand, dass
z.B. eine Zahlung oder eine Aufteilung potenziell immer weiter durchgefiihrt
werden kann, aber ohne, dass aktual ein Ende erreicht wiirde. Diese
Unterscheidung und damit die Préizisierung des Begriffs der Unendlichkeit wird
durch die Zeit bis heute mit unterschiedlichen Schliissen genutzt.

Die philosophische auch religios inspirierte Diskussion, ob die ,,Welt* denn nun
endlich oder unendlich ausgedehnt sei und ob die Zeit nun ein Anfang und ein
Ende hitte, zog sich durch die Jahrhunderte und ist mit vielen beriihmten
Denkerinnen und Denkern verbunden. Galileo Galilei (1564—1641) z.B. meinte,
dass wir als endliche Wesen das aktual Unendliche gar nicht verstehen konnten
und uns daher mit dem potenziellen begniigen miissten, was aber flir reale
Probleme keine Rolle spiele. Erst mit Emanuel Kant (1724-1804) fand die
Diskussion einen vorldufigen Abschluss. Er teilt Aristoteles Auffassung vom
potenziellen und aktualen Unendlichen, zeigt aber in einigen sogenannten
Antinomien, dass es fiir die Annahme eines endlichen oder unendlichen Raumes
bzw. einer endlichen oder unendlichen Zeit jeweils gute Argumente (Beweise)
gibt, dies daher nicht entscheidbar ist. Mehr noch, sind Raum und Zeit fiir [hn die
Vorbedingung der Erfahrung (a priori) und konnen daher nicht Erfahrung selbst
sein. Fiir Kant ist der Raum und auch die darin fiir ihn geltende euklidische,
mathematische Geometrie a priori [4]. In der Folge werden diese Konzepte von
Georg Wilhelm Friedrich Hegel (1770- 1831), Arthur Schopenhauer (1788—
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1860) bis Friedrich Nietzsche (1844-1900) akzeptiert, erweitert oder verworfen
[S].

3. Die Mathematik und das Unendliche

,ZDas Unendliche hat wie keine andere Frage von jeher so tief das Gemiit der
Menschen bewegt; das Unendliche hat wie kaum eine andere Idee auf den
Verstand so anregend und fruchtbar gewirkt; das Unendliche ist aber auch wie
kein anderer Begriff so der Aufkldirung bediirftig.

(David Hilbert)

Spatestens mit der Erfindung oder Einfiihrung der Differenzial- und
Integralrechnung durch Isaac Newton (1642-1726) und Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) schienen sich Zenons Paradoxien aufgelost zu haben.
Newtons Fluxationsrechnung ermoglichte mit der Orts-Zeitableitung die
Zuordnung einer momentanen Geschwindigkeit an einem Ort zu jeder Zeit und
lie damit den Pfeil Zenons wieder fliegen. Mit Leibniz Integralrechnung konnte
man endlich unendlich viele gedacht kleiner werdende Teilflichen zu einem
Ganzen aufsummieren, womit Achilles die Schildkréte endlich {iberholen konnte.
Sehr schnell bemerkte man, dass beide Methoden lediglich zwei Seiten der
gleichen Medaille sind. In beiden Berechnungen treten in der sukzessiven
Néherung gedacht kleiner werdende GroB3en auf. Der Trick besteht nun darin die
Formeln so umzuformen, dass man diese spiter Differenziale genannten Grof3en
»gefahrlos* Null setzen kann und der verbleibende Rest der sogenannte Grenzwert
das gesuchte Resultat ist. Der Gerechtigkeit halber muss man betonen, dass in der
indischen Kerala-Gruppe um Madhava (1340-1425) schon frither ganz dhnliche
Betrachtungen angestellt wurden und so der beriihmte Urheberstreit zwischen
Newton und Leibniz eine seltsame Note bekommt [6].

Newton und Leibniz war sehr wohl klar, dass dieser so gut funktionierende
,»Irick® einer tieferen Begriindung bedurfte, weshalb Leibniz auch bei seiner
Methode von einer ,,facon de parler also von einer ,,Sprechweise* sprach [5]. Der
Erfolg gab ihnen jedenfalls recht. Nicht wenige Autoren beschreiben die
theoretische Entwicklung insbesondere in der Physik und im Ingenieurwesen bis
zum Ende des 19. Jahrhunderts als eine Ausgestaltung und Anwendung dieser
grundlegend neuen Methode. Die dabei entstehende klassische Mechanik galt als
Blaupause fiir eine gute wissenschaftliche Theorie, nicht nur im Ingenieurwesen,
sondern bis hin zu Teilen der Humanwissenschaften [7].

Trotz des grof3en Erfolgs gab es unter Mathematikerinnen und Mathematikern im
19. Jahrhundert und teilweise bis heute ein gewisses Unbehagen, weil eine
saubere Begriindung der Differenzialmethode immer noch ausstand. Die Losung
wurde in der Betrachtung der Zahlenmengen gesehen, auf denen diese Methode
operiert. Die grundlegende Menge ist die der natiirlichen Zahlen 0,1,2,3... und
schon Aristoteles war bewusst, dass diese Menge zumindest potenziell unendlich
ist, da man immer weiter zdhlen kann. Nimmt man die negativen Zahlen hinzu,
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erhdlt man die ganzen Zahlen ...-3.-2,-1,0,1,2,3... und bildet man daraus
Quotienten, die rationalen. Nun war schon den Pythagoreern im 6. Jahrhundert v.
Chr. klar, dass dies nicht die ganze Wahrheit sein konnte, denn die Diagonale eines
Rechtecks war im Allgemeinen sicher keine rationale Zahl, konnte also nicht
durch einen Bruch dargestellt werden. Man nennt diese Zahlen
ungliicklicherweise irrational, wie z.B. die Wurzel aus 2, also die Zahl, die mit
sich selbst malgenommen 2 ergibt. Driickt man eine irrationale Zahl in einer
FlieBkommadarstellung aus, so erhédlt man eine nicht endende, nicht periodische
Folge von Ziffern. Fasst man diese ganzen Zahlenmengen zusammen erhilt man
die Menge der reellen Zahlen. Georg Cantor (1845-1918) versuchte nun eine
Theorie dieser Mengen aufzustellen, indem er sie als akfual unendlich betrachtete.
Die Menge der natiirlichen Zahlen war damit ein mathematisches Objekt, das
betrachtet werden konnte. Die Anzahl der Zahlen in dieser Menge war also aktual
und es wurde damit nicht nur die Moglichkeit beschrieben immer weitere Zahlen
zu konstruieren. Mengen betrachtete man danach als gleich gro3 bzw. von
gleicher Mdchtigkeit, wenn man die natiirlichen Zahlen auf sie abbilden konnte,
sie also abzdhlbar waren. So ist die Menge der geraden Zahlen in diesem Sinne
genauso grofl wie die Menge der natiirlichen, ebenso die Menge der ganzen
Zahlen und sogar der rationalen, weil es eine Methode gibt alle moglichen Briiche
abzuzihlen. Das ist bei den reellen Zahlen nicht der Fall, sie lassen sich nicht
abzihlen und heillen daher iiberabzdhlbar unendlich. Schon zwischen 0 und 1
gibt es unendlich viele rationale Zahlen, aber noch sehr viel mehr reelle. Einige
dieser Zahlen (wie die Wurzel aus 2) konnen durch einen Algorithmus gendhert
also konstruiert werden, viel mehr noch aber nicht. Aus der abzdhlbar unendlichen
Menge der natiirlichen Zahlen ldsst sich die noch grofere Menge aller
Teilmengen, der sogenannten Potenzmenge konstruieren, die ebenso wie die
reellen iiberabzdhlbar ist und so bildet sich eine aufsteigende Menge von
Michtigkeiten, die Menge der transfiniten Zahlen, die Cantor ebenfalls einfiihrte.
Ob es nun zwischen der Machtigkeit der natiirlichen Zahlen und der der reellen
noch eine dazwischenliegende Maichtigkeit gibt, war eine der grofen nicht
entschiedenen Fragen zu Beginn des 20. Jahrhunderts, deren Verneinung
Kontinuumshypothese genannt wird.

Der Versuch die gesamte Mathematik auf dieser Mengenlehre aufzubauen, erhielt
1903 einen massiven Dampfer als Bertrand Russell (1872-1970) zeigte, dass der
Theorie ein Widerspruch bzw. eine neue Antinomie genannte Paradoxie
innewohnte. Insbesondere fiir Gottlob Frege (1848-1925) war das
niederschmetternd, der damit sein Lebenswerk, die Mathematik auf logische
Wahrheiten zuriickzufiihren, als gescheitert ansehen musste. Erst Jahre spiter
konnte durch Ernst Zermelo (1871-1953) und Abraham Adolf Fraenkel (1891-
1965) gezeigt werden, wie durch eine saubere axiomatische ZF oder ZFC
genannte Mengenlehre Paradoxien vermieden werden konnten.

Eine ausfiihrliche Darstellung der gesamten Problematik findet man bei David
Hilbert (1862-1943) in einem 1925 gehaltenem Vortrag mit dem Titel ,,Uber das
Unendliche* [8] (die Ubereinstimmung mit dem Titel dieses Artikels ist
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tatsidchlich zufillig). Hilbert erkennt klar, dass die Endlichkeit oder Unendlichkeit

des physikalischen Raumes im Kleinen wie im Groflen sehr wohl ein Gegenstand

der Empirie ist. Er betont zum Grof3en:
Die Meinung von der Unendlichkeit der Welt war lange Zeit die
herrschende; bis zu Kant und auch weiterhin noch hegte man an der
Unendlichkeit des Raumes tiberhaupt keinen Zweifel. ... Einstein hat die
Notwendigkeit gezeigt, von der Euklidischen Geometrie abzugehen. Auf
Grund seiner Gravitationstheorie nimmt er auch die kosmologischen
Fragen in Angriff und zeigt die Moglichkeit einer endlichen Welt, und alle
von den Astronomen gefundenen Resultate sind auch mit der Annahme der
elliptischen Welt durchaus vertrdglich.

Und zum Kleinen:
Und das Fazit ist jedenfalls, dafs ein homogenes Kontinuum, welches die
fortgesetzte Teilbarkeit zuliefe, und somit das Unendliche im Kleinen
realisieren wiirde, in der Wirklichkeit nirgends angetroffen wird. Die
unendliche Teilbarkeit, eines Kontinuums ist nur eine in Gedanken
vorhandene Operation, nur eine ldee, die durch unsere Beobachtungen der
Natur und die Erfahrungen der Physik und Chemie widerlegt wird.

Fiir die Mathematik aber feiert Hilbert die logische Fundierung der Analysis durch
Weierstral3 (1815-1897), der ebenso wie Dedekind (1831-1916) eine konsistente,
logische Begriindung der reellen Zahlen vorlegte. Allerdings bemerkt er, dass die
dort beseitigt geglaubten Unendlichkeiten implizit immer noch vorhanden wéren.
Eine Losung sieht er in Cantors Mengenlehre mit der Einfiithrung der transfiniten
Zahlen. Wir wollen das hier nicht weiterverfolgen, aber noch einem Kuriosum
nachgehen. Hilbert legt eine Beweisskizze zur Losung des Kontinuumproblems
vor. Er fiihrt aus:
Die Lésung dieses Kontinuumproblems gelingt durch die von mir
entwickelte Theorie, und zwar ist eben jener Nachweis der Losbarkeit
eines jeden mathematischen Problems der erste und wichtigste Schritt zu
dieser Losung. Die Beantwortung fdillt in bejahendem Sinne aus: die
Punkte einer Strecke konnen durch die Zahlen der zweiten Zahlklasse, d. h.
durch blofses Hintiberzdhlen tiber das abzdhlbare Unendlich ausgezdihlt
werden, um es in populdrer Form auszudriicken. Ich mochte diese
Behauptung selbst den Kontinuumsatz nennen und den Grundgedanken des
Beweises dafiir hier inhaltlich kurz darlegen.
Hilbert glaubte also noch 1925, dass man zeigen kann, dass jedes wohlformulierte
mathematische Problem losbar ist. Es mussten noch einige Jahre vergehen, bis
Godel (1906-1978) mit seinen Unvolistdndigkeitssdtzen 1931 einen Strich durch
diese Rechnung machte und auch 1938 zeigte, dass sich aus der ZFC-
Mengenlehre die Kontinuumshypothese nicht widerlegen léasst. Erst 1963 zeigte
Cohen (1934-2007), dass sie so auch nicht bewiesen werden, also diese Frage
tatsdchlich nicht entschieden werden kann [5].
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Hilbert vertrat den sogenannten Formalismus, fiir den mathematische Objekte
lediglich Zeichen auf dem Papier sind und mit denen nach Regeln der Logik auf
der Basis einer Axiomatik geschlossen werden kann. Es gibt dort aktual
unendliche Mengen und Grenzwerte sind statische gegebene Objekte. Eine der
Forderung war, die innere Widerspruchsfreiheit der Axiomensysteme zu
beweisen, was sich nach Godels Arbeiten als nicht durchfiihrbar erwies.
Hierdurch erlitt der Formalismus eine schwere Niederlage. Andererseits kann man
sagen, dass heute fast alle Mathematiker formalistische Axiomatiker sind.

Die formalistischen Positionen Hilberts waren nicht ungeteilt. Es entwickelte sich
in den 1920er Jahren der bis in das Personliche gehende Grundlagenstreit in der
Mathematik, der bis 1930 andauerte. Der bekannteste Opponent war Luitzen
Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), der die intuitionistische Position vertrat.
Nach Brouwer ist die Mathematik identisch mit dem exakten Teil unseres
Denkens. Hier werden nur Beweise akzeptiert, die konstruktiv durchfiihrbar sind,
und ohne den Satz vom ausgeschlossenen Dritten, also ohne Widerspruchs-
beweise auskommen miissen. Als aktual unendliche Mengen, werden nur die
akzeptiert, die algorithmisch konstruierbar sind. Reelle Zahlen wéren demnach
nur potenziell unendlich. Brouwer macht hier allerdings eine Ausnahme, weil er
das Kontinuum zu einer Urintuition erklarte. Grenzwerte sind hier dynamische
Objekte, die durch den Prozess des Niherns definiert sind [9], [10].

Es gibt somit in der Philosophie der Mathematik neben der Ablehnung aller
Unendlichkeitsbegrifte (Ultrafinitismus), die ausschliefliche Akzeptanz des
potenziell Unendlichen (Finitismus), dariiberhinausgehend die Akzeptanz des
aktual Unendlichen nur fiir operativ abgeschlossene Mengen, wie die der
natiirlichen Zahlen (Konstruktivismus), sowie die Akzeptanz des aktual
Unendlichen nur fiir das Kontinuum (Intuitionismus), wahrend der Platonismus
das aktual Unendliche durchgehend akzeptiert. Das beriihrt natiirlich auch die
Frage, ob Mathematik erfunden oder entdeckt wird.

Obwohl die jeweilige Begrindung der Grundlagen der Mathematik und
insbesondere der Analysis der jeweiligen Gruppen von den jeweiligen anderen
bezweifelt werden; aus deren Sicht also auf diinnem Eis steht, so kiimmert sich
der GroBteil der mathematischen Gemeinde wenig bis gar nicht darum. Trotzdem
passiert immer wieder Erstaunliches, etwa mit der Einfithrung von verdichteten
Mengen durch Peter Scholze (*1987) und Dustin Clausen, die ein neues Licht auf
die reellen Zahlen und damit auf die Grundlage der Analysis werfen [11]. Ebenso
gibt es Versuche in Bereichen der Mathematik auf reelle Zahlen ganz zu
verzichten, wie es zum Beispiel Norman Wildberger in seiner Rationalen
Trigonometrie versucht, die im Wesentlichen den reellen Winkel durch ein
rationales Streckenverhiltnis ausdriickt und so die gesamte Trigonometrie ohne
reelle Sinus- und Kosinusfunktion reproduziert [12].
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4. Die Physik und das Unendliche
Zwei Dinge sind unendlich, das Universum und die menschliche Dummbheit,
aber bei dem Universum bin ich mir noch nicht ganz sicher.
(Albert Einstein)

Das Buch der Natur ist in der Sprache der Mathematik geschrieben, betonte
bereits Galileo Galilei vor 401 Jahren [13]. Ob und warum das so ist, ist ein ganz
anderes Problem, das wir hier nicht verfolgen wollen. Fest steht, dass wir
Phédnomene in der Natur mit mathematischen Methoden in Raum und Zeit
erfolgreich beschreiben und deren Entwicklung vorhersagen konnen. Im Prinzip!
Konkret kann das sehr schwierig werden. Das Hauptwerkzeug, um sich
verdndernde Prozesse zu beschreiben, ist die Methode der Differenzial-
gleichungen, die die Anderungen von beobachteten GroBen in eine Beziehung
bringen. Das sind mathematisch Ableitungen nach der Zeit oder dem Ort der
betrachteten Grofen, wie z.B. Lage, Kraft, Potenzial, Druck oder Temperatur
zusammen mit Anfangs- oder Randbedingungen. In den Losungen der
Gleichungen treten oft mathematische Funktionen auf, die zu bestimmten Zeiten
oder Orten singuldr bzw. unendlich sind. Zum Beispiel ist die Anziehungskraft
zwischen zwei Punktmassen umgekehrt proportional zum Quadrat deren
Abstands, d.h. sie wird sehr klein, wenn sich die Massen weit entfernen, wird aber
formal unendlich grof3, wenn sie sich begegnen, also unendlich dicht beieinander
sind. Physikerinnen und Physiker verstehen solche Singularititen als Hinweis,
dass die Beschreibung dort versagt. Wie wir sehen werden, ist die Frage, ob es in
der Natur tatsdchlich also akfual Unendlichkeiten gibt, umstritten und nicht
geklart. Roger Penrose (¥1931) hat sogar fiir die Gravitation die Hypothese einer
kosmischen Zensur eingefiihrt, die verhindern soll, dass eine solche Singularitit
beobachtet werden kann [14]. Wenn Differenzialgleichungen zusammen mit
definierten Anfangsbedingungen das letzte Wort fiir die Beschreibung der Welt
sind, ist diese demnach vollstindig determiniert und die scheinbare Offenheit der
Zukunft ist nur unserer Unkenntnis der genauen Anfangsbedingungen geschuldet.

Das Grofle

Ob das Universum unendlich ausgedehnt ist und ob es vielleicht schon ewig
wahrt, war bis ins 19. Jhd. eine eher metaphysische oder philosophische
Fragestellung, obwohl Heinrich Wilhelm Olbers (1758-1840) schon 1823 darauf
hinwies, dass es in einem ewig existierenden, unendlich ausgedehnten Universum
auch nachts taghell sein miisste, weil jede Sichtlinie irgendwann auf einen Stern
stoBen miisste [15]. Die Losung des Problems gelang aber eigentlich erst durch
und nach Edwin Hubble (1889-1953), der 1926 nachwies, dass es aullerhalb der
Milchstrale viele weitere Galaxien gibt, deren Entfernung er bestimmen konnte
[16], [17], [18]. Aus den bekannten Rotverschiebungen und den Entfernungen
schloss der Jesuit Georges Lemaitre (1894-1966), dass die meisten Galaxien sich
umso schneller von uns fortbewegen, je weiter sie entfernt sind also das
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Universum expandiert [19]. Daraus ergibt sich zum einen, dass es einen Anfang
gegeben haben muss und zum anderen, dass die flichenden Galaxien in sehr
grofler Entfernung scheinbar Lichtgeschwindigkeit erreichen und entferntere
Objekte so aus unserem Blick hinter einem Horizont entschwinden. Lemaitre
wandte dazu die von Albert Einstein (1879-1955) 1915/16 entwickelte A/l-
gemeine Relativitdtstheorie [20] an.

In der Allgemeinen Relativititstheorie wird die Gravitation zwischen Massen
durch eine im Prinzip messbare Kriimmung der Raumzeit erkldrt. Angewendet
auf ein homogen und isotrop gedachtes Universum ergeben sich drei
Moglichkeiten fiir die globale Geometrie, die durch die globale Massenverteilung
und die dadurch verursachte globale Kriimmung bestimmt ist. Diese kann negativ,
null oder positiv sein. FEine Schnittfliche durch den Raum wére danach
sattelformig, flach-euklidisch oder spharisch geschlossen. Die ersten beiden Fille
stinden fiir ein unendlich ausgedehntes Universum, die letzte fiir ein
geschlossenes Universum mit einem endlichen Volumen. Die aktuellen
Messdaten sprechen fiir ein flaches Universum, oder zumindest eines, deren
Kriimmung so gering ist, dass dies erst aulerhalb des Horizonts eine Rolle spielt.
Es spricht also einiges dafiir, dass die Welt einen Anfang hatte und unendlich
ausgedehnt ist.

Das Kleine

Wenn wir fiir das expandierende Universum die Zeit riickwértslaufen lassen
wiirden, miissten wir annehmen, dass die Massen frither sehr viel dichter
beieinandergestanden haben. Das sehr friihe Universum war damit sehr heill und
sehr dicht, formal zum Zeitpunkt null unendlich heifl und dicht. Auch wenn
theoretische Rechnungen bis zu Bruchteilen von Sekunden an den Anfang
herangefiihrt werden konnen, so versagt doch hier die Theorie. Was hier fehlt ist
eine konsistente Vereinigung der Theorien fiir das Grofle und das ganz Kleine.
Neben der heute Urknall genannten Expansion des Universums aus zumindest
einem sehr heiBen und sehr dichten Anfangszustand gibt es eine zweite
Vorhersage der Allgemeinen Relativititstheorie, die final wieder zum
Zusammenbruch der Theorie fiihrt. Schon 1916 fand Karl Schwarzschild (1873-
1916) eine Losung der Gleichungen der Allgemeinen Relativititstheorie, die das
Gravitationsfeld einer Massenkugel beschreibt [21]. Ist die Dichte der Kugel grof3
genug, so wird in einem Schwarzschild-Radius genannten Abstand die
Gravitation so stark, dass sich nicht einmal mehr Licht von der Kugel entfernen
kann. Man erhilt ein sogenanntes Schwarzes Loch. Es bildet sich wieder ein
Horizont, in den man zwar hineinfallen, aber man nie wieder entweichen kann.
Solche Dichten erschienen damals absurd und unphysikalisch, man wiirde sie z.B.
erhalten, wenn man die gesamte Erde auf die Grof3e einer Murmel komprimieren
konnte. Robert Oppenheimer (1904-1967) untersucht 1939 zusammen mit
George Michael Volkof (1914-2000) eine sphdrisch symmetrische Staubwolke,
die unter ihrem eigenen Gewicht zusammenstiirzt [22]. Er findet, dass die Wolke
final zu einem Schwarzen Loch mit einer punktartigen Singularitit unendlicher
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Dichte und unendlicher Kriimmung wird. Erst als Roger Penrose und Stephen
Hawking (1942-2018) Ende der 1960er Jahre zeigen, dass dies auch unter
Vernachldssigung der Symmetrieannahmen zwingend passiert, wurde die
Moglichkeit der Existenz von Schwarzen Lochern ernst genommen [23]. Heute
wissen wir, dass Schwarze Locher der Endzustand schwerer Sterne sind, die ihren
Energievorrat erschopft haben und dass sich in den Zentren fast aller Galaxien
Schwarze Locher mit Massen von Millionen bis Milliarden Sonnen befinden. Wir
konnen diese Objekte nur durch ihre Aullenwirkungen nachweisen und vieles ist
noch rétselhaft. Wie schon beim Urknall fehlt eine Theorie dieser hohen Dichten
und Kriimmungen, die die finale Singularitét vielleicht vermeiden lassen.

Die Theorie fiir das Kleine ist die Quantenmechanik, zu der Einstein auch
wesentliches beigetragen hat und die sich bis in die 1930er Jahre entwickelt hat
und immer noch weiterentwickelt wird. Fiir unsere Belange ist die von Werner
Heisenberg (1901-1976) um 1927 entdecke Unschéirferelation [24] von
Bedeutung. Sie besagt, dass quantenmechanisch komplementére Gréf3en wie Ort
und Impuls nicht gleichzeitig scharf definierte Werte haben. Will man z.B. den
Ort eines Teilchens beliebig genau bestimmen, so wird dessen Geschwindigkeit
beliebig ungenau. Das gleiche gilt fiir das Energie-Zeit-Paar. D.h. fiir sehr kurze
Zeiten ist die Energie eines Systems entsprechend unbestimmt, kann also
fluktuieren. Das liefert eine plausible Erkldrung fiir die sogenannten
Vakuumfluktuationen, also der nachgewiesenen spontanen Erzeugung und
Vernichtung von Teilchen im Vakuum, die aber eigentlich erst im Rahmen der
Quantenfeldtheorie verstanden werden. Folgt man der Idee der Energie-
Zeitunschirfe, so findet man bei sehr kleinen Léingenskalen (107° m) fiir sehr
kurze Zeiten (10#**s) sehr starke Fluktuationen der Energie (19'° GeV) und damit
nach Finstein der Massen in einem sehr kleinen Raumgebiet. Es entstehen stindig
fir sehr kurze Zeiten kleine Schwarze Locher, die die Raumzeit verzerren und
sofort wieder verschwinden. Das ist konsistent mit den Uberlegungen Hawkings
[25], der zeigte, dass Schwarze Locher wieder verdampfen und das umso
schneller, je kleiner sie sind. Im Kleinen wird die Raumzeit damit schaumartig
und der Begriff des Kontinuums verliert seine Bedeutung. Damit erhilt die reale
Raumzeit eine dynamische, granulare Struktur und die Idee eines beliebig
teilbaren Kontinuums wird hinfillig wie im Ubrigen auch Zenons Pfeilparadoxon.
Differenzialgleichungen fiir physikalische Gréfen konnen daher nur als
idealisiere Beschreibungen gemittelter Grolen oberhalb einer gewissen Skala
verstanden werden.

Die auch mit Differenzialgleichungen formulierte Quantenmechanik beschreibt
aber gar nicht mehr die physikalischen Grof3en selbst, sondern die Moglichkeiten
threr Messwerte, die durch eine Messung realisiert werden. Die konkrete Messung
liefert dann einen zufélligen Wert im Rahmen dieser Méglichkeiten. Einerseits ist
nun die Entwicklung der Moglichkeiten volistindig deterministisch, andererseits
soll das Ergebnis der Messung echt zufdllig sein. Das ist verwirrend und liefert
viel Spielraum fiir Interpretationen der Theorie. Sie ist aber sicher unvollstdndig,
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da sie mit der Allgemeinen Relativititstheorie inkompatibel ist. Beim Beginn des
Universums, bei Schwarzen Lochern und bei sehr kleinen Skalen der Raumzeit
miissen aber zwingend beide Theorien angewendet werden, um ein vollstindiges
Bild zu erhalten. Diese Quantengravitation genannte vereinigte Theorie ist leider
erst in Ansdtzen vorhanden. Prominente Wissenschaftler wie Roger Penrose
versprechen sich von dieser Theorie die Kldrung dieser offenen Fragen und
dariiber hinaus der Frage des Messprozesses und sehr spekulativ bis hin zum
Verstandnis des Bewusstseins [26].

Und dariiber hinaus

Die Suche nach der groBen einheitlichen Theorie stagniert seit (sehr) vielen
Jahren, obwohl einige Kandidaten zumindest zeitweise in die richtige Richtung
zu weisen schienen. Beobachtbare Vorhersagen liefern sie aktuell nicht.
Interessant ist ein neuer Ansatz von Nicolas Gisin (*1952) und Flavio Del Santo,
die fiir die Formulierung physikalischer Gleichungen die Grundlagen der Analysis
hinterfragen und die intuitionistischen Ideen Brouwers wiederbeleben [27], [28],
[29]. In ihrer Sichtweise wiirde die Existenz beliebiger reeller Groflen in einem
endlichen Raumzeit-Intervall unendlich viel Information beinhalten, was nicht
moglich ist, da dies auch unendlich viel Energie bzw. Masse bedeuten wiirde. Sie
verwenden daher einen intuitionistischen Ansatz fiir reelle Zahlen, die sich erst in
der Zeit entwickeln, was auch mit der Zeit selbst identifiziert werden kann. Zu
jedem Zeitpunkt existiert daher nur eine endliche Approximation eines reellen
Wertes. Thnen gelang es mit diesem Ansatz immerhin die klassische Mechanik zu
rekonstruieren, die damit ithre Determiniertheit verliert. Ob dies auch fiir die
Quantenmechanik und Relativitatstheorie gelingt, bleibt abzuwarten. Interessant
ist aber, dass hier die umstrittenen Grundlagen der Mathematik direkte
Auswirkungen auf die physikalische Beschreibung der Natur haben.

5. Fazit

Wir haben versucht einiges tiber den Begriff der Unendlichkeit aus der Sicht der
Philosophie, Mathematik und Physik zu beleuchten. Um auf die eingangs
erwahnte ,,praktische Relevanz‘ zuriickzukommen, so muss man feststellen, dass
dieses fiir das praktische Ingenieurwesen wohl vorerst nicht der Fall ist.
Allerdings haben wir einige der groflen Fragen der Menschheit beriihrt und
gesehen, dass sie den Bereich der metaphysischen Spekulation verlassen und
beantwortbar werden.
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